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ENSA-ALHOCEIMA                                                                                        ANALYSE 4                   
CP II.                                                                                                             SEMESTRE  2                                                                               

F.MORADI 
Exercice 1 : 

a. Calculons la limite de la suite : 푢 = ∫ 푡푎푛 푥푑푥 

Posons pour 푛 ∈ ℕ  푒푡  푥 ∈ 0,  :  푓 (푥) = 푡푎푛 푥. 

Il est clair que: 

i. la suite  푓 (푥)   est une suite de fonctions continues sur 0, .  

Et comme :  ∀푥 ∈ 0, :  |푡푎푛푥| < 1   푒푡  푡푎푛 = 1, alors:  

ii. la suite  푓 (푥) converge simplement vers la fonction: 

푓(푥) =
0    푠푖    푥 ∈ 0,

1   푠푖   푥 =
    qui est une fonction continue par 

morceaux.  

iii. De plus, ∀푥 ∈ 0, (∀푛 ∈ ℕ):  |푓 (푥)| ≤ 1 = 푔(푥)  avec g est 

continue et intégrable sur 0, . 

Donc, d'après (i), (ii), (iii) et le théorème de convergence dominée, on 
déduit que:  

푙푖푚 → 푢 = 푙푖푚 → 푓 (푥) 푑푥 = 0푑푥 = 0 

b. Calculons la limite de la suite :  푣 = ∫ 푑푥 

Posons    (∀푥 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ):   푓 (푥) =  . 

On a: 
i. la suite  푓 (푥)   est une suite de fonctions continues sur 

[0, +∞[.  
ii. la suite  푓 (푥) converge simplement vers la fonction: 

푓(푥) =
푒       푠푖    푥 ∈ [0,1[

         푠푖   푥 = 1
0         푠푖   푥 > 1

    qui est une fonction continue par 

morceaux sur [0, +∞[.  
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iii. De plus, (∀푥 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ):  |푓 (푥)| ≤ 푒 = 푔(푥)  avec g 
est continue et intégrable sur [0, +∞[ . 

Donc, d'après (i), (ii), (iii) et le théorème de convergence dominée, on 
déduit que:  

푙푖푚 → 푣 = 푒 푑푥 + 0푑푥 = [−푒 ] = 1 −
1
푒

 

c. Calculons la limite de la suite: 푤 = ∫ 푑푥 

Posons  푔 (푥) = ,     푝표푢푟 푥 ∈ ]0, +∞[  푒푡  푛 ∈ ℕ. 

On a: 
i. la suite  푔 (푥)   est une suite de fonctions continues sur 

]0, +∞[.  
ii. la suite  푔 (푥) converge simplement  vers la fonction: 

푔(푥) =
0              푠푖    푥 ∈ − + 2푘휋, + 2푘휋 , 푡푒푙 푞푢푒   푘 ∈ ℕ

                     푠푖   푥 = + 2푘휋,   푡푒푙 푞푢푒   푘 ∈ ℕ     

 qui est une fonction continue par morceaux sur  

 ]0, +∞[ ∖ − + 2푘휋,     푘 ∈ ℕ .  

iii. Pour la condition de domination, on écrit 

푤 = 푎 + 푏   telles que:  푎 = ∫ 푑푥  et   푏 = ∫ 푑푥 avec 

훿  est une constante à déterminer. 

On sait que 푙푖푚 → = 1, donc pour 휀 > 0,  

∃0 < 훿 <
휋
2

  푡푒푙 푞푢푒: |푥| ≤ 훿 ⟹
푠푖푛 푥
푥

− 1 ≤ 휀 ⟹
푠푖푛 푥
푥

≤ 1 + 휀 

Par suite,   
(∀푛 ≥ 2)(∀푥 ∈ ]0, 훿]): |푔 (푥)| ≤ (1 + 휀)|푠푖푛 푥| ≤ 1 + 휀 = ℎ (푥)     
avec ℎ  est continue et intégrable sur ]0, 훿] . 
De plus, (∀푛 ∈ ℕ)(∀푥 ∈ [훿 , +∞[): |푔 (푥)| ≤ = ℎ (푥)    avec ℎ  est 

continue et intégrable sur  [훿, +∞[  ( puisque  ∫ 푑푥 = − = ) 

 Donc, d'après (i), (ii), (iii) et le théorème de convergence dominée, on 
déduit que:  
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푙푖푚 → 푎 = ∫ 푔(푥)푑푥 = 0  et   푙푖푚 → 푏 = ∫ 푔(푥)푑푥 = 0 
Finalement,   푙푖푚 → 푤 = 0. 

d. Calculons la limite de 푧 = ∫ 푑푥 

En utilisant le changement de variables   푡 = 푛푥, on obtient: 

푑푡 = 푛푑푥   et 푥 = 0
푥 → +∞       ⟹ 푡 = 0

푡 → +∞ 

Par suite,        푧 = ∫ 푑푡 

Posons       (∀푡 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ∗):   푓 (푡) =  . 

On a: 
i. la suite  푓 (푡)   est une suite de fonctions continues sur [0, +∞[.  

ii. la suite  푓 (푡) converge simplement vers la fonction: 

푓(푡) =     qui est une fonction continue sur [0, +∞[.  

iii. De plus, (∀푡 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ∗):  |푓 (푡)| ≤ = 푔(푡)  avec g 

est continue et intégrable sur [0, +∞[ . 
Donc, d'après (i), (ii), (iii) et le théorème de convergence dominée, on 
déduit que:  

푙푖푚 → 푧 =
1

1 + 푡
푑푡 = [퐴푟푐푡푎푛푡] =

휋
2

 

e. Calculons la limite de  푡 = 푛 ∫ 푑푥 

Comme précédemment, en utilisant le changement de variables   푡 = 푛푥, 
on obtient: 

푡 =
푒

1 + 푡
푛
푑푡 =

푒

1 + 푡
푛

.풳[ , ](푡)푑푡 

Avec 풳[ , ]  est la fonction indicatrice de  [0,푛] définie par: 

풳[ , ](푡) = 1      푠푖   푡 ∈  [0,푛]
0                   푠푖푛표푛

 

Posons       (∀푡 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ∗):   푔 (푡) = .풳[ , ](푡) . 

On a: 
i. la suite  푔 (푡)   est une suite de fonctions continues sur 

[0, +∞[.  
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ii. la suite  푔 (푡) converge simplement vers la fonction: 

푔(푡) = 푒     qui est une fonction continue sur [0, +∞[  (car  
푙푖푚 → 풳[ , ](푡) = 1  .  
iii. De plus, (∀푡 ∈ [0, +∞[) (∀푛 ∈ ℕ∗):  |푔 (푡)| ≤ 푒 = ℎ(푡)  avec h 

est continue et intégrable sur [0, +∞[ . 
Donc, d'après (i), (ii), (iii) et le théorème de convergence dominée, on 
déduit que:  

푙푖푚 → 푡 = 푒 푑푡 = [−푒 ] = 1 

f. Pour   푥 = ∫ 푒 푠푖푛 푥푑푥  , 
la suite de fonctions 푓 (푥) = 푒 푠푖푛 푥  est majorée par 푔(푥) = 푒  qui 
est continue et intégrable sur [0, +∞[. 
De plus, la suite 푓 (푥)   converge simplement  vers la fonction: 

푓(푥) =
0              푠푖    푥 ∈ − + 2푘휋, + 2푘휋 , 푡푒푙 푞푢푒   푘 ∈ ℕ

푒                      푠푖   푥 = + 2푘휋,   푡푒푙 푞푢푒   푘 ∈ ℕ
    

 qui est une fonction continue par morceaux sur  

 ]0, +∞[ ∖ − + 2푘휋,     푘 ∈ ℕ .  

Donc, d'après le théorème de convergence dominée, on déduit que:  
푙푖푚 → 푥 = 0 

Exercice 2 : 

a. Etudions la limite de l'intégrale:      퐼 = ∫ 푓(푥 )푑푥 
Posons   푔 (푥) = 푓(푥 )  푎푣푒푐  푛 ∈ ℕ  푒푡  푥 ∈ [0,1]. 

i. Comme  f  est continue sur ℝ   et    푙푖푚 → 푥 = 0   푠푖       푥 ∈ [0,1[
1       푠푖       푥 = 1

  

alors,      푙푖푚 → 푔 (푥) =
푓(0)   푠푖       푥 ∈ [0,1[
푓(1)       푠푖       푥 = 1  

ii. De plus, comme  f est bornée sur ℝ  alors 
∃푀 > 0 푡푒푙 푞푢푒 ∀푛 ∈ ℕ  푒푡  ∀푥 ∈ [0,1]: |푓(푥 )| ≤ 푀 = ℎ(푥)  

avec h est une fonction continue et intégrable sur [0,1]. 
D'où, grâce au  théorème de convergence dominée, on aboutit à:  

푙푖푚 → 퐼 = 푓(0)푑푥 = 푓(0) 
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b. Etudions la limite de l'intégrale:    퐽 = ∫ 푛푓(푥)푒 푑푥 
Comme pour les suites 푧    푒푡    푡   de l'exercice précédent, on effectue le 
changement de variables   푡 = 푛푥  et  on obtient: 

푑푡 = 푛푑푥   et 푥 = 0
푥 → +∞       ⟹ 푡 = 0

푡 → +∞   

Par suite,    퐽 = ∫ 푓 푒 푑푡. 

Posons   푔 (푡) = 푓 푒     푝표푢푟    푛 ∈ ℕ∗  푒푡 푡 ∈ [0, +∞[ . 

i. La suite  푔 (푡)   est une suite de fonctions continues sur 
[0, +∞[. 

ii. La suite  푔 (푡)   converge simplement vers  푔(푡) = 푓(0)푒 car 

f est continue sur [0, +∞[. 
iii. De plus,  ∀푛 ∈ ℕ∗    푒푡  ∀푡 ∈ [0, +∞[: |푔 (푡)| ≤ 푀푒 = ℎ(푡) 

avec h est une fonction continue et intégrable sur [0, +∞[. 
Finalement, d'après le   théorème de convergence dominée, on déduit que:  

푙푖푚 → 퐽 = 푓(0)푒 푑푥 = [−푓(0)푒 ] = 푓(0) 

c. Etudions la limite de   퐾 = ∫
( ) 푑푥. 

Par le même changement de variables, 푡 = 푛푥  , 퐾   devient: 

퐾 =
푓 푡
푛

1 + 푡
푑푡 = 푔 (푡)푑푡      푎푣푒푐:   푔 (푡) =

푓 푡
푛

1 + 푡
 

i. La suite  푔 (푡)   est une suite de fonctions continues sur 
[0, +∞[. 

ii. Comme f est continue sur [0, +∞[, alors la suite  푔 (푡)   

converge simplement vers  푔(푡) = ( )
  . 

iii. De plus,  ∀푛 ∈ ℕ∗    푒푡  ∀푡 ∈ [0, +∞[: |푔 (푡)| ≤ = ℎ(푡) 

avec h est une fonction continue et intégrable sur [0, +∞[. 
D'où, d'après (i), (ii), (iii)  et  le   théorème de convergence dominée, on déduit 
que:  

푙푖푚 → 퐾 = 푔(푡)푑푡 = 푓(0). [퐴푟푐푡푎푛푡] = 푓(0)
휋
2
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