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ENSA-ALHOCEIMA ANALYSE 4
CPILI. SEMESTRE 2
F.MORADI

Exercice 1 :
a. Calculons la limite de la suite : u,, = fogtan"xdx
Posonspourn € N et x € [O,%] . f(x) = tan™x.
Il est clair que:

i. lasuite (fn(x))n est une suite de fonctions continues sur [O, %]

Et comme : Vx € [O,%[: |tanx| <1 et tan G) = 1, alors:

ii. lasuite (fn(x))nconverge simplement vers la fonction:

0 si x€ [O,E[ _ _ _
flx) = - ** quiest une fonction continue par
Si x =-—
4
morceaux.
ii. Deplus, (Vx € [O%]) (vn e N): |f,,(x)| <1 =g(x) avecgest
continue et intégrable sur [O, %]

Donc, d'apres (i), (ii), (iii) et le théoreme de convergence dominée, on
déduit que:

Vs Vs
4 4

limy, ool = f iMoo (fr(x))dx = f Odx =0
0 0

- . too_ 1
b. Calculons la limite de la suite : v, = [, wxn+ex

Posons (Vx € [0,+x[) (vn € N): f,(x) =
On a:
i. lasuite (f,(x)) estune suite de fonctions continues sur
[0, +ool.
ii. lasuite (fn(x))nconverge simplement vers la fonction:
e ™ si x€[0]1]
flx) = ﬁ si x =1 quiestune fonction continue par

1

xTteX

0 si x>1
morceaux sur [0, +oo].
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ii.  Deplus, (vx € [0, +oo[) (Vn € N): |f,,(x)] < e™ = g(x) avecg
est continue et intégrable sur [0, +oo[ .
Donc, d'apres (i), (ii), (iii) et le théoreme de convergence dominée, on
déduit que:

1 +o00 1
limy, i ooVy = f e *dx + Odx =[-e™*]§=1- A
0 1

. . + in™
. Calculons la limite de la suite: wy, = [ == dx
__sin™x
Posons g, (x) = = Ppourxe ]0,+oo[ et n € N.

On a:

i. lasuite (gn(x))n est une suite de fonctions continues sur

10, +ool.
ii. lasuite (gn(x)) converge simplement vers la fonction:
0 Si xE]—§+2kn,§+2kn[,telque keN
9x) = ;2 Si x=E+2k7T, telque k€N
(§+2kn) 2

qui est une fonction continue par morceaux sur
10, +oo[ \ {2 +2km, ke N},

ili.  Pour la condition de domination, on écrit

6 sin™x +oo sin™x

Wy = a, + by, tellesque: a, = ——dx et b, = [; —~dxavec
& est une constante a déterminer.
. . sin?x _
On sait que lim,,_,, —z = 1, donc pour € > 0,
T sin’x sin’x
EIO<6<§ tel que: |x] < 6 = ——1l<e = <l+¢
X X

Par suite,
(vn=2)(vx €10,6D):19,(x)] < (A + ¢)|sin"?x| <1+ &= hy(x)
avec h, est continue et intégrable sur ]0, 6] .

De plus, (vn € N)(Vx € [, +[): |g,(x)]| < x_12 = h,(x) avec h, est
: L : +o0 1 [ 1t* _1
continue et intégrable sur [§,+oo[ (puisque [, —dx = [— ;]5 =)

Donc, d'apres (i), (ii), (iii) et le théoreme de convergence dominée, on
déduit que:




Corrigé de la série N2 Integrales dépendants d'un | 2019/2020
parameétre

lim, ;00 = fogg(x)dx =0 et lim,, oby = [ g(x)dx=0

Finalement, lim,_,,w, =0.
+00 ncosx

d. Calculons la limite de z, = [ ——

En utilisant le changement de variables t = nx, on obtient:
dt = ndx et{x=O =>{t=0
X

— +0oo t - +oo

t
Par suite,  z, = [ %(t’;)dt

Posons  (Vt € [0, +oo]) (Vn € N*): f,(t) = %(f:)

On a:
i. lasuite (fn(t))n est une suite de fonctions continues sur [0, +oo[.

ii. lasuite (fn(t))nconverge simplement vers la fonction:
_ 1
f@) = 1+t2

ii. Deplus, (vt € [0,+[) (vn € N*): |f,,(D)] <

est continue et intégrable sur [0, +oo[ .
Donc, d'apres (i), (ii), (iii) et le théoreme de convergence dominée, on

qui est une fonction continue sur [0, +ool.
1
1+t2

= g(t) avecg

déduit que:
+o00
li = dt = [Arct t]+°°—E
IMpysto0in = o 1+ t2 - ctantly = 2
.. 1e™ X
e. Calculons la limite de t, = n [ dx
1+x

Comme précédemment, en utilisant le changement de variables t = nx,

on obtient:
-t

n e—t + oo e

t, =f dt =f —  X[ony(t)dt
0 1+— o 1+—

n n

Avec Xpo 1 est la fonction indicatrice de [0, n] définie par:

_ (1 si te [0,n]
Xom(®) = {O sinon
-t
Posons (vt € [0, +oo[) (Vvn € N*): g,(t) = fTﬁ-x[O,n](t) :

n

On a:
i. lasuite (gn(t))n est une suite de fonctions continues sur

[0, +oo].
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ii. lasuite (gn(t))nconverge simplement vers la fonction:

g(t) = et quiest une fonction continue sur [0, +oo[ (car
limn_>+oox[0,n](t) =1.
jiii. Deplus, (vt € [0,+0c0[) (vn € N*): |g,(t)] < et =h(t) avech
est continue et intégrable sur [0, +oo[ .
Donc, d'apres (i), (ii), (iii) et le théoreme de convergence dominée, on
déduit que:

+00

limy, ooty = f e tdt = [—e t]E> =
0

f. Pour x, = f0+oo e *sin"xdx ,
la suite de fonctions f,,(x) = e *sin™x est majorée par g(x) = e™* qui
est continue et intégrable sur [0, +oo.
De plus, la suite (fn(x))n converge simplement vers la fonction:

0 Si xE]—§+2kn,§+2kn[,telque keN
f(x) =

e_(5+2kn) si x= g + 2km, telque k €N

qui est une fonction continue par morceaux sur
10, +oo[ \ {2 +2km, ke N},
Donc, d'apreés le théoreme de convergence dominée, on deduit que:
lim,,00x, =0
Exercice 2 :
a. Etudions la limite de l'intégrale: I, = fol f(x™)dx
Posons g,(x) = f(x™) avec n € N et x € [0,1].

0 si x€e[0]]

i.  Comme f estcontinue sur Rt et lim,_ ., ox" =
Hitn—+ {1 si x=1

f(0) si xel[01]
fA) si x=1
ii. De plus,comme fest bornée sur R* alors
IM >0 tel que Vn € N et Vx € [0,1]: |[f(x™)| < M = h(x)
avec h est une fonction continue et intégrable sur [0,1].
D'ou, grace au théoreme de convergence dominée, on aboutit a:

1
lim,, L., = f £(0)dx = £(0)
0

alors, lim,_ egn(x) = {
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b. Etudions la limite de l'intégrale: ], = f0+oonf(x)e_"xdx
Comme pour les suites z,, et t, del'exercice précédent, on effectue le
changement de variables t = nx et on obtient:

x=0 — { t=0

— +0oo t - +oo

dt = ndx et {x
Par suite, J, = f0+°°f (%) e~tdt.
Posons g,(t) = f (%) et pour meN* ette€ [0, +oof.
. Lasuite (gn(t)) estune suite de fonctions continues sur
[0, +oo].
ii. Lasuite (gn(t))n converge simplement vers g(t) = f(0)e ‘car
f est continue sur [0, +oo].
ii. Deplus, vn € N* et Vt € [0, +oo[: |g,,(t)] < Me™t = h(t)

avec h est une fonction continue et intégrable sur [0, +oo].

Finalement, d'aprés le théoreme de convergence dominée, on déduit que:
+00

limy, o)y = f(@e tdx = [-f(0)e ]t = £(0)
0

c. Etudions la limite de Kn=f0+°°171’;(2’22 .

Par le méme changement de variables, t = nx , K,, devient:

e [0 /0

1+ t2 1+1¢2
i. Lasuite (gn(t)) estune suite de fonctions continues sur
[0, +ool.
ii. Comme f est continue sur [0, +oo[, alors la suite (gn(t))n

f(0)
1+t2

ii. Deplus, Yn € N* et Vvt € [0,+oo[: |g, ()] <

400
dt =f gn(®)dt avec: g,(t) =
0

converge simplement vers g(t) =

M
1+t2
avec h est une fonction continue et intégrable sur [0, +oo].

D'ou, d'apres (i), (i), (i) et le théoreme de convergence dominée, on déduit
que:

= h(t)

+ oo

lim,, ., K, = f 9(©)dt = F0). [Arctantl” = £(0) 5

0



hp
Texte surligné 




